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DE GRADO
Curso 2009/2010

MATERIA: MATEMATICAS II. Fase de Modalidad

OPCION A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
1 23
Sabiendo que (6 0 3|=3,y utilizando las propiedades de los determinantes, calcular:
a By
2 4 6)*
a) (1 punto) El determinante de la matriz {6 0 3
a By
10 20 30 3o0+2 3B+4 3y+6
b) (Ipunto) |2 0 1 ¢) (1 punto) | 2a 2B 2y
3 38 3y o+6 B v+3
Solucién.
2464(i)2464 2.1 2.2 234(1) 12 3! 12 3t
a 6 0 3||=l6 0 3 =[6 0 3| =|2:]6 0 3| =2%]6 0 3 =
a By a By a By a By a By
=2%.3% =129
6) A" =|A]"
(ii) Si todos los términos de una linea (fila 6 columna) de un determinante tienen un factor
comun, este se saca como factor del determinante.
ar1 a1 a3 ap1 a1 4z
k-ay; k-azy keazpi=k-ay; ajy; azp
a3.1 a32 a33 a31 a32 433
10 20 30, |10-1 10-2 10-3], . 1 2 3
(I R W ()R
b. 2 0 1|==6 =0 =3=10-3-—6 0 3=10-3=30
3 3 3 3
3o 3B 3v] |3.a 3B 3.y a By
3o+2 3p+4 3y+6(ii) 3o+2 3p+4 3y+6(iii) F, = F, - 3F, 2 4 6
c. 2a 2B 2y | =2 a B Y :{F3=F3—F2}:2.a B vyl=
o+6 B v+3 o+6 B v+3 6 0 3
2-1 2.2 2'3(ii) 1 2 3(iv) 1 2 3
=2:la B y|=22u B y={FKhoF}=-46 0 3=-43=-12
6 0 3 6 0 3 oa B vy
(iii) Si a una linea (fila 6 columna) de un determinante se le suma o resta una linea paralela
multiplicada por cualquier nimero, el determinante no varia.
(iv) Si se intercambia la posicion de dos lineas (filas 6 columnas), el determinante cambia de

signo.



www.clasesdeapoyo.com

Ejercicio 2. Calificacién maxima: 3 puntos.
Dada la recta:

x+1 y-2 z+1
-2 1 3

T

y el punto P (2, 0, —1), se pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la rectar.

b) (2 puntos) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de la recta r.
Solucidén. P
a. La distancia de un punto a una recta se puede calcular de varias formas, en
este caso, y teniendo en cuenta el apartado b, lo mas practico es calcular la distancia de A(P-¢)=d(P-M)
P a su proyeccion sobre r (M). r

d(P-r)=d(P-M) i
La proyeccion de un punto sobre una recta se puede calcular por producto F
escalar. Se busca un punto M de la recta r que con el punto P forme un vector .
perpendicular al vector de direccion de la recta. FIul

PM Ld, = PMed, =0 SR

Si M es un punto de la recta r, sus componentes se pueden expresar con las
ecuaciones paramétricas de 1.

x=—1-2\
Mer:d y=2+% =>M=(-1-24,2+1,-1+3))
z=—-1+3\

PM = —p=(-1-2%2+4,—1+3%)—(2,0,-1)=(-3-21,2+2,31)
(

PMod, =0: (-3-2%,2+2,31)0(-2,1,3)=0: —2-(-3-21)+1-(2+1)+3-31 =0
6+4N+24 049N =0: 84141 =0: A= =2
14 7

Conocido el valor de A, se calculan las coordenadas de M y la componentes del vector PM.

e M= _1_2.__4’2+__4’_1+3.__4 = 152’__19
7 7 7 77 7

e PM-= _3_2.__4’2+__4’3.__4 - __13’&’__12
7 7 7 77 7

La distancia de P a r es el modulo de W/I

aR S RURS N

b. El simétrico de P respecto de r se calcula teniendo en cuenta que M es el punto medio de PP'.
X, +Xx'
ml:u
2
Yp +Y'
M: mzz—p P
2
zZ,+7'
p p
my=———
T2
De las coordenadas de M se despejan las coordenadas de P’.
1 12
x',=2m; -X,=2-——2=—-—
p 1= %p 7
10 20 12 20 31
P’ =2m, -y, =2-—-0=— P=|-——,———
e 7 ( 777 7}
19 31
' =2my; -z, =2-——(-1)=——
p 3 p ( ) 7
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Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.

Hallar:
5 25
V3+5x —8x> }

a) (1 punto) Lim[

X—0 1+2x
B 3 2/x3
b) (1 punto) Limll +4x
x—0
Solucién.
25 25 250
| 34+5x-8x3 | [3esx-sx3 | @ sesxsd |2
a. Lim| —— | =Lim|3}———— = Lim 5 3 =
x| 14+2x xoool || (1+2x) x| 146X +12x 7 +8x

Lim 5 3 Lim Lim-1
X2 14+ 6x +12x° +8x x—>0 8x X—>0

(ii){ 3+5x - 8x3 T%{ _8X3r%2[ T%

A :(%/—_1)25 —(-1)¥ =1

(i) (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab% +b°

(ii) Lim(f(x))" = (Lim f(x))n VneR

X—a X—a

3 3
b. Liné(l +4x3 )Z/X = (l +4.03 )2/0 =1 =? Indeterminacion del numero e.
X—>
Limf(x)=1 ) ° Lim [g(x {(f(x)-1)]
XLLn;(f(X))g(X) — L)lgrzag(x): ool = ex—a

X—a

Aplicando la transformacion del nimero e:
3

/3 Lim%-(1+4x3—l) Limg% Lim8
L1’m(1+4x3)2 =e*0x X0 x7 —ex0 g8

x—0

Ejercicio 4. Calificacién maxima: 2 puntos.
Dada la funciéon f (x) =Ln (x2 +4x - 5), donde Ln significa logaritmo neperiano, se pide:

a) (1 punto) Determinar el dominio de definicion de f(x) y las asintotas verticales de su grafica.
b) (1 punto) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)

Solucioén.

a. Por ser una funcion logaritmica, el argumento del logaritmo debe ser mayor que cero.

D[f(x)]:{xeR/x2 +4x—5>0}

1}:(x+s).(x_1)>o

2 L2 _0.X
X +4x-5>0:4x"+4x-5=0:
X =

(—oo,—S):

X+5<0
x—1<0

};(x+s).(x_1)>o:(_oo,_s)en[f(x)]

((x+5)-(x=1)<0=(-5,1)¢ D[f(x)]
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Asintotas verticales. Los posibles puntos de asintota vertical son los puntos excluidos del
dominio, como en este caso lo que se excluye es un intervalo, los posibles puntos son los extremos del
intervalo (x > =57 x > 17).

Para que una funcién tenga una asintota vertical en un punto a, se debe cumplir:
Limf (x) =00
X—>

Comprobamos si se cumple en =5~y 1"
e Lim Ln (x2 +4x—5)= Ln ((—5)2 +4~(—5)—5)= Ln0=—o

Xx—>-5"
e Lim Ln (x2 +4x—5)= Ln (12 +4-1—5)= Ln 0= —oo
x—-17
Cuando x — —57; x = =5 Asintota vertical
Cuando x — 1"; x = 1 Asintota vertical
b. La monotonia de una funcion esta asociada al signo de la derivada:
- Si f'(x)> 0, la funcién es creciente
- Si f'(x)<0, la funcién es decreciente
' 1 2x+4
£ix)= (Ln (62 +ax—5)) = (xra) = 2L

x2+4x—5 x2+4x—5

Para estudiar el signo se factoriza la expresion y se tiene en cuenta el dominio.

x+2<0
(o0, —5):{x+5<0 :M<O f(x)decreciente
)= 20:%2) x_1<o| GFN-D)
X_(x+5)(x—1)' Xx+2>0 2x+2)
(l,oo): Xx+5>0 :L>O f(x)creciente
10 (x+5)(x—1)
X —

Nota: El estudio del signo se puede hacer graficamente sobre la recta real.
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dadas las funciones:

y=9—x2, y=2x+1

se pide:
a) (lpunto) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
b) (Ipunto) Calcular el area de dicho recinto acotado.
¢) (Ipunto) Hallar el volumen del cuerpo de revolucion obtenido al hacer girar alrededor del eje

OX el recinto acotado por la graficade y=9— x? y el eje OX.
Solucién.
a. y =9—x? Parabola abierta hacia —oo. .
-3, 0) 3; y=dx+1
(3.0)

- Cortes con OY(x =0): y =9: (0, 9) Maximo de la parabola. (2,5

- Cortes con OX(y =0): x =43 {(

y = 2x +1: Funcion lineal, dos valores permitan
=0:y=1(0,1

trazarla: x Y ( )

x:2:y:5(2,5)

(-4,-7) ¥=9-x2

Vértices del recinto. Puntos de interseccion de las dos
funciones.

_ 2
{y—9—x 19—x2 =2x+1
y=2x+1
x2+2x—8:0:{x:_4:y:_7:(—4,—7);(2,5)
x=2:y=5

Estos datos se llevan a unos ejes y se representan las dos funciones y el recinto determinan.

¥l

v= x+1

b. Area. Delimitada por las gréaficas de las funciones y por los
vértices.

Areazjf4(9—x2 —(2x+1))dx:Jf4(—x2 —2x+8)dx:

2 2
3 2 3
3 2 3

4 4

:{_§_22+8.2J_(_ﬂ_(_4)2+8.(_4)}

3
:E_(_@J —36u?
3 3
c. El volumen generado al hacer rotar el area bajo la curva alrededor del

eje OX viene dada por la expresion:

Vox =j:nf2(x)dx =njf3(9—x2)2 dx :ang(9—x2)2 dx =

3
3 5
:2nj3(92-18x2+x4)dx=2n glx X X7
0 s

3
5 5 5
=2n[81x—6x3 +X?} - 27:[81-3—6-33 +3?]—2n[81-0—6-03 +0?]: 12596 nu’

0
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Ejercicio 2. Calificaciéon maxima: 3 puntos.
Dados el plano n=2x+ay+4z+25=0 y la recta:

se pide:
a) (1 punto) Calcular los valores de a para los que la recta r esta contenida en el plano 7.
b) (1 punto) Para el valor a = -2, hallar el punto (o los puntos) que pertenecen a la recta

perpendicular a 7t que pasa por P(=3/2, 0, —11/2), y que dista (o distan) JE unidades de 7.
¢) (1 punto) Para el valor a = -2, halla el seno del angulo que forman r y 7.
Solucién.
a. Para que la recta r este contenida en T, el vector de direccion de la recta debe ser perpendicular al
vector normal del plano.
rin=d, ofi, =0
(1,2,5)0(2,2,4)=0 : 1-2+2-a+5-4=0: 2a=22: a=11

b. Se buscan los puntos de la recta s que distan \/E unidades -~

del plano =, siendo s la recta perpendicular al plano que pasa por A.

Por ser s perpendicular a 7, el vector de direccion de s coincide con d H—n]

el vector normal del plano 7. s A& | '_L 4 P
T=2x-2y+4z+25=0 | d

Las ecuaciones paramétricas de s se obtienen con el punto P
y con el vector normal del plano que es paralelo a la recta.

3
_ _ X=——+A
P:[ 30, 11] 2
S: .

2 2
dg =1, =(2,-2,4)=2(1,-1,2) s _% Lo

Las componentes de cualquier punto de la recta s, incluidos A y A’ cumpliran las ecuaciones
paramétricas de la recta.

A:(—3+k,—x,—£+2kj
2 2

El parametro se determina con la distancia del punto A al plano

2.(—3+xj—2-(—x)+4-(—“+2xj+25
2 2 |-3+2%+ 21— 22+ 81+ 25|
=6 : =6
22 +(-2)* +42 V24
122) =624 : [122) =624 : 122 =144 : 120=£12 : A==£1=4]

Sid=1: A= 2et,-1-2aoa|=[-L 7
2 2 2 2

si2=-2: A== 20 -C- a2 ) o(-£-2)

2 2

d(A - Tc):

c. El seno del angulo que forma r y © se obtiene por aplicacion del producto escalar.

sen (r-)= deoti  (1,2,5)0(2,-24) 1.242-(-2)+5-4 18

) ‘3r"|ﬁ| 025} 224) 1202052 B2 (2 44 024

18 18 345

720 1245 10
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Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Se considera el sistema de ecuaciones:

2x  + my + 3z =
X + y - 2z =
5x + (m+l)y + z =9
se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema segtn los valores de m.
b) (1 punto) Resolver el sistema para el caso de m = 0.

Solucion.
a. Al sistema lo describen las matrices de coeficientes (A) y ampliada (A*).
2 m 3 2 m 3 3
A=|1 1 -2 A*=|1 1 -2 0| AcA*=rgA<rgA*<3;n=3
5 m+1 1 5 m+l 1 9

Siel |A| #0,rg A=3=rg A* =n. Sistema compatible determinado. Se discute el tipo de

solucion para los valores del parametro que anulan el determinante de la matriz de coeficientes.

2 m 3
|Al=[1 1 -2/=2-10m+3m+3-(15+m-4m-4)=-6-4m
5 m+1 1
IA|=0:-6-dm=0:m=-2=_3
4 2
Discusion.
i. Si m;t—%. |A|¢O:rgA:rgA*:n:3.Sistema compatible determinado.
3
2x + -y + 3z =3 4x -3y +6z=6
. 3 2 2E,
ii. Sim=-—. {x + y - 2z = 0: 4 Xx+y-2z=0
2 3 2E3
S (——+ljy ., -9 10x—y+22=18
2
4 -3 6 43
A=l1 1 =2 :|A|=O:>rgA<3.‘l 1‘:7¢0:>rgA:2.
10 -1 2

Para estudiar el rango de la matriz ampliada, se parte del menor de orden dos distinto de cero
anterior y se estudian sus menores orlados. De los dos menores orlados, uno es de determinante de la
matriz de coeficientes, que para a =—3/2 es nulo, por lo tanto soo nos queda poe estudiar el menor
formado por la 1%, 2° y 4* columna.

4 -3 6
1 1 0[=6020=rgA*=3=rgA =2. Sistema incompatible
10 -1 18
2x  + + 3z = 3
b. Para m = 0. Sistema compatible determinado. < x + y — 2z = 0. Cramer
5x +y + z =09

|A|=-6-4m={m=0}=-6-4-0=—6

30 3 23 3 20 3
01 -2 10 -2 110
ladp 1 :3:){:@5 o 1| _lafls 1o
Al -6 Al -6 Al -6
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Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.

1 a1
Dadalamatriz A={0 1 0] estudiar para que valores de a tiene inversa y calcularla siempre que sea
01 a
posible.
Solucién.
Para que una matriz tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.
1 a 1
|A|=[0 1 0/=a+0+0-0-0-0=a
01 a
A Vaz0
Calculo de la inversa:
11 a 1 a 1
Tlo o It a Thoo
1 a 1) 100 a 2
I A B 1 . 1 0 0 1 0 1 0
A7 =—adjA" =—adj|0 1 0| =—adj|la 1 1|=—]- + - =
|A| a 0 1 a 1 o a 0 a 1 a 10
a e 0o 1o 1o
+ - +
11 a 1 a 1
1-a2 1
a —(32—1) -1 1 -
1 a a
=—-0 a 0 (=0 1 0
a 0 -1 1 0 1 1
a a



